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For the classical electron gas we have calculated the equilibrium radial distribution function
using a modified perturbation series in powers of the plasma parameter. With the method given
in this paper the divergencies of the radial distribution function for short particle distances are
overcome. The modified perturbation hierarchy of the URSELL-MAYER correlation functions now
can be solved in any order of the plasma parameter. The results in the first order are good with
respect to the results of other methods as calculated by CARLEY.

Bei der statistischen Behandlung klassischer
Plasmen treten wegen der besonderen Form der
Courome-Krifte bei kleinen Teilchenabstianden ge-
wisse Schwierigkeiten auf, die die Konvergenz von
Storungsreihen nach Potenzen der Wechselwirkung
und die Abbruchméglichkeiten der BBKGY -Hierar-
chie beeinflussen (vgl. z. B. MoNTGOMERY und T1D-
MaN1). Diese Schwierigkeiten und Wege zu ihrer
Uberwindung sollen in der vorliegenden Arbeit am
Beispiel des klassischen Elektronengases unter-
sucht werden.

Das klassische Elektronengas besteht aus N Teil-
chen der Masse m und der Ladung e in einem gleich-
méfig verschmierten, positiv geladenen neutrali-
sierenden Untergrund. Das Wechselwirkungspoten-
tial zweier Teilchen sei

vij:e2/|ri — !‘jl

(elektrostatische Naherung), das System habe das
Volumen U und die Dichte #"= N/ U. Zur Berech-
nung der Eigenschaften des Systems im thermo-
dynamischen Gleichgewicht (Temperatur 7') bend-
tigt man die Zustandssumme oder die radiale Ver-
teilungsfunktion2 ¢(|r;—rz|). Die Verfahren zu
deren Bestimmung beruhen entweder auf der
MavyEgrschen Clusterentwicklung3:4 und der Ver-
wendung von Integralgleichungen (CHNC, PEr-
cus-YEVICK-Gleichung)> oder benutzen die Glei-
chungen der BBGKY-Hierarchie im zeitunabhén-
gigen Fall6:7.8, Um die Hierarchiegleichungen néhe-
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rungsweise abzuschlieBen, kann man sie nach dem
dimensionslosen Plasmaparameter

£ = NV2(e2k T)32 (1)

entwickeln. Mit der Annahme, daf}3 die Paarkorrela-
tionsfunktion A(r) =g (r)—1 mindestens von der
Ordnung ¢ ist und die Tripelkorrelation von der
Ordnung &2, erhialt man eine sukzessiv zu losende
Storungshierarchie. In der Grenze r—0 ist diese
Annahme jedoch falsch und fihrt zu Divergenzen
in der so erhaltenen radialen Verteilungsfunktion
g(r).

Zur Uberwindung dieser Schwierigkeiten trennt
GUERNSEY® das CouLomB-Potential in zwei Anteile
auf und entwickelt gleichzeitig nach dem Verhaltnis
von Reichweite des kurzreichweitigen Anteils zu
mittlerem Teilchenabstand und nach dem Verhélt-
nis des schwachen weitreichenden Anteils zur mitt-
leren kinetischen Energie k 7'. In beiden Féllen tritt
der Plasmaparameter (1) auf. O'NEIL und Rosto-
KER’ behandeln die Hierarchiegleichungen fiir grof3e
und kleine Teilchenabstinde unterschiedlich und
schlieBen die Losungen bei ro=.4""1/3 aneinander.
Unter Vernachlassigung der Tripelkorrelation wurde
von FriEMAN und Boox?® fiir eine nichtdivergie-
rende Paarkorrelationsfunktion eine Differential-
gleichung abgeleitet. Diese wurde von LamB und
Burpick10 gelost. Dabei wird die Willkir der Auf-
trennmethoden vermieden. L1E und IcHIKAWAS be-
rechnen in nichsthéherer Ordnung beziiglich ¢ den
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Einfluf der Tripelkorrelation auf 4, erhalten jedoch
dann wieder einen bei r—0 divergierenden Kor-
rekturterm.

In der vorliegenden Arbeit soll ein neues Verfah-
ren zur Gewinnung von Differentialgleichungen fir
die Korrelationsfunktionen angegeben werden, bei
dem die Divergenzen bei r—0 vermieden werden
konnen. Dazu wird die BBGKY-Hierarchie in die
Hierarchie der UrserLL-Maver-Korrelationsfunk-
tionen umgeformt und in eine dimensionslose Form
gebracht. Durch eine spezielle Wahl der sukzessiven
Storungshierarchie, bei der der Parameter ¢ teil-
weise noch in den Gleichungen auftritt, ergibt sich A
in der Form

h(r)=ehW(r, &) + 2h@ (r, &) + ---. 2)

Da % in (2) nicht in eine TaAyLOR-Reihe nach ¢ um
=0 entwickelt wird, konnen fir AW, A(2)... bei
r—0 konvergente Ausdriicke gewonnen werden.

1. Dimensionslose UMK-Hierarchie

Aus der LiouviLLE-Gleichung

N
hon=Cu+3> Dlph...~,
o |

= ey
dl...dN
f*—N!—h...NZI 3)
I T
T T o U= 3y \op: oy

uy = liuy + [d2ha(urus + wa),
u1e = (I1 + lo 4 l12) w12 4 lizus us
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fur die gegen Teilchenvertauschung symmetrische
N-Teilchenverteilungsfunktion

., IN, DN)

fi...~y =f(r1, p1, .-

erhilt man die BBGKY-Hierarchie fiir die redu-
zierten Verteilungsfunktionen

d(n+1)...dN
fl...n:j' s hew @

[ty a=(3)

durch Integration:

h=Uhf+ [d2lafra,
fiz= (I + lo + l12) 12 + [d3(lis + los) fr23, (5)
fr2a = (la + la + I3 + li2 + los + l13) f123
+ [A4(la + loa + 134) fr034.

Entsprechende Hierarchiegleichungen erhilt man
fiir die UrSELL-MAYER-Korrelationsfunktionen
(UMK) u;. .., die iber die Beziehungen

fi=wu,

fi2 = uruz + w12, (6)
f12s = urug ug + u1 U2z + U U1z + Uz Uiz + U123
mit den reduzierten Verteilungsfunktionen zusam-

menhéngen. Durch Einsetzen von (6) in (5) entsteht
die Hierarchiell

+ [A3[lizususs + lagusurz + (s + los) (usuiz + u123)],
ww1s = (I + la + I3 + liz + loz + li3) wies 4 (li2 + li3) u1ues (7)

+ (li2 + log) wa w1z + (laz + li3) uguge

+ [A4[(l2a + l3a) upg w1 + (lia + Iza) wazuga + (la + l2a) ur2u3e
4 liauy uaza + loguguiza + lzguguios + (lia + lag + l3a) (waui23 + u1234)] .

Zwar sind die Gleichungen der UMK-Hierarchie
noch komplizierter miteinander gekoppelt als die
der BBGKY-Hierarchie (Abb. 1), doch kann ein

Abb. 1. Kopplu.ngsschema der IBBGKY- und der
UMK-Hierarchie

Abbruch mittels Stérungsentwicklung recht giinstig
erreicht werden.

Im Falle des hier interessierenden Gleichgewichts
verschwinden die Zeitableitungen in (7), und fiir die
u; kann der Ansatz

w; = f; ~exp{— p:22mk T} (8)

11 Die hoheren Gleichungen lassen sich relativ einfach im
Funktionalformalismus der klassischen Statistik mit
Hilfe einer Graphenmethode erhalten; vgl. P.Quaas,
K. Voss u. P. Z1escHE, Acta Phys. Hung., 24 (No. 2)
[1968].
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gemacht werden. Weiterhin sollen die einzelnen
Terme in (7) groBenordnungsmalig abgeschitzt
werden. Dazu wird die zeitunabhingige UMK-
Hierarchie in eine dimensionslose Form iiberfiihrt.
Aus den das System bestimmenden GroBen e, m, A",
kT lassen sich folgende charakteristische Impulse
und Léngen bilden:
mittlerer Impuls po = (mkT)/2,
Laxpav-Lénge An=ekT, 9)
mittlerer Teilchenabstand Ay = A4-1/3 |
Abschirmlange A9 = (k1| A e2)1/2 = 1/47:7.1) .

Im Gegensatz zu den anderen beiden Liangen ist
nur die Abschirmlinge, die sich von der DEBYE-
Liange Ap um den Faktor ]/47? unterscheidet, sowohl
von der Dichte als auch von der Wechselwirkung
abhangig. Deshalb soll diese zu den folgenden Ab-
schiatzungen verwendet werden.

Impulse und Liangen werden in Einheiten py und
Ao angegeben :
p=pob* t=10r* [d3...= (lopo)3 [d3*... (10)

li = (pofmAo) by, liz = (€3] 202 po) L.

S.KOBE UND K. VOSS

Die mit einem Stern gekennzeichneten GroBen wer-
den dann im wesentlichen in der Groflenordnung 1
liegen mit Ausnahme des Wechselwirkungsopera-
tors Ij, bei kleinen Abstinden. Um die GroBen-
ordnung der Korrelationsfunktionen ;..  , abzu-
schitzen, werden sie liber das zur Verfiigung ste-
hende Volumen U integriert. Wird die Normierung
(4) mit (6) verwendet und beriicksichtigt, dal die
uy...n nur im Bereich der DEBYE-Linge wesentlich
von Null verschieden sein werden, so folgt

const + N = fdl odnuy g,
v

mj‘dlfdQ...dnul...n

v (%)
= 033" D pdriy,, .

(11)

fir den Mittelwert @, . . ,. Die Korrelationsfunk-
tionen konnen also durch

N

u = T 3(n—1y 87
i U;.:;(n 1) pg"

1.0 = (N |pod)" e L1uy_,

(12)

abgeschétzt werden, wobei Ay/Ag= ¢ verwendet wurde. Nach Einsetzen von (10) und (12) in (7) mit

uy..., =0 und Multiplikation mit m 4¢/po folgt
Buy+ [d2° 1, (ujus + eugy) =0,

0+ + Ell‘Z) ufz + lIz“Iu; £3 ,[d3*[11‘3“1 u;3 + 11:3“;“I3 o (l;s I lés) ('”;“IZ + 5'“1'23)] =0,

G140+ 0+ el + 81;3 + elig) upog + (U2 + Ug) uyugs + (132 + lg) uguis + (I + 1) “;“;2

(13)

+ fd4*[(l;4 + 154) “;3 Uy + (ZI4 S l;4) Uy “;4 + (l;4 + 15y uy u?;
+ Uiy ul Uggy + log Uy uigy + gy ugugsg + (3, + log + U3y) (uyUyog + €Uyagy)] = 0.

2. Formale Parameterentwicklung

Da in diesem Abschnitt nur mit den dimensions-
losen GroBen von (13) gerechnet wird, werden die-
selben hier nicht gesondert gekennzeichnet. Im Ab-
schnitt 3 wird dann mittels (10) und (12) wieder zu
dimensionsbehafteten Groflen tibergegangen.

Die Gln. (13) zeigen, dafl die dimensionslosen
UMK vom Parameter ¢ abhingen. Sie konnen daher
formal durch vorerst vollig willkiirliche Funktionen
“(1”. .. n dargestellt werden:

o0
W, .= o U TH(g].
=0

Eine direkte TavyrLor-Entwicklung in (13) nach
Potenzen von ¢ wiirde in den Grenzfillen r; —0 zu
divergenten Ausdriicken fiir die u;..., fihren. Das
liegt daran, daB selbst bei kleinem ¢ z. B. der Term

(14)

elisuis ~ &/rj, bei r—0 nicht als kleine Gréfle an-
gesehen werden kann. Andererseits bereiten Terme
wie & fd2l12ulg keine Schwierigkeiten, weil das 1/r2-
Verhalten von l;» hier durch die rdumliche Inte-
gration kompensiert wird. Nach Einsetzen von (14)
in (13) werden daher die Bestimmungsgleichungen
fir die u{” , gerade so gewihlt, dall Terme der
Struktur elyu{" ") bereits in den Gleichungen fiir
die jeweils niedrigste Ordnung u{" 1) enthalten sind.
Dadurch tritt in diesen Gleichungen ¢ als Para-
meter auf, so daf} deren Losungen u{”, wiein (14)
angegeben, noch von dieser Konstante abhingen
werden. So wird auch der Fehler berichtigt, der in
(10) dadurch entsteht, dall das Potential e2/r auch
fir kleine » mit e2/Agr* abgeschitzt wurde.
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Da man iiber (8) im Gleichgewicht die Funktion u; genau kennt und daher u;= u{¥ mit u{V = u{®
=---=0 setzen kann, folgt unter Verwendung von fd3 lisu{? = 0 die Hierarchie

(b + 1o+ eliz) ul® + Lo wf®uf® + [d3 (Lizu® ufy + laguf® u(f) =0,
h+ 1o+ elip) uR + [d3[Lsul®u + logu® uf + (lis + leg) uZs] =0,
(4 1o+ 13+ elia + elag + elig) uZ; + [(li2 + lig) u{® ull) + zykl.]

(15a)
(15b)
(15¢)

+ ([ ddha (D uf + u uh) + u®u) + (1+2) + (13)]=0.

Diese Hierarchie ist sukzessiv aufgebaut (Abb. 2), d. h., die Funktionen «{}), u{3;, u{? usw. konnen

nacheinander berechnet werden:

Abb. 2. Kopplungsschema der sukzessiven
UMK-Hierarchie in Parameterentwicklung.

Die Auswertung von (2) erfolgt, indem

2 = ) (16)

eingefithrt wird. Bei homogenen und isotropen
Systemen gﬂt h12=h12(7‘12) und k123 (Tlg, ro3, 7'13).
Nach Substitution der Integrale, Abspalten von
(p2 — p1) w¥u und Anwenden von 0/0ri2 ent-
stehen fur (15a) und (15b)

o d2 2 e\ d
DLD 8 2 1 @)
12 (re) = — 3 drz (= 7 o= k{35 (r12, 723, 713) . (17b)
Die Gleichung fiir 22, lautet
oh, ¥ E ;s 1 1 5
o — o hB— e 0+ 3R + 2 [ dna (5 )4 + 3 [au (o, o) MR =0. (7o)

Multipliziert man (17¢) mit p; (r12/r12)

w® ) u® und addiert anschliefend alle Gleichungen, die aus

(17¢) durch Vertauschung von jeweils zwei Indizes bzw. zyklischen Vertauschungen entstehen, so erhilt

man wieder die Ausgangsgleichung (15¢).

3. Ergebnisse und Diskussion

Zur Losung von (17a) kann auf die Arbeiten von
LamB und Burpick!0 bzw. LiE und IcHIKAWAS
verwiesen werden. Das Ergebnis lautet fiir Systeme
mit ¢ <€ 1 (iiber die GroBenordnung von ¢ siehe z. B.
MontcoMERY und TipmaN!) nach Ubergang zu
dimensionsbehafteten GroBen

— r — /) N
R =
Nur fiir grofle Abstédnde geht (18) in den Ausdruck
iiber, den man aus (17a) durch Weglassen des zu
&/r2 proportionalen Terms erhalt12:

h® (r) = — (Av/r) exp(— r/Ap) . (19)

Der Ausdruck (19) wird jedoch fir r1s &~ 4y, klei-
ner als —1 und hat bei 7120 eine Singularitat.

(18)

12 Vgl. MoNTGOMERY u. T1pmMaN1, Chap. 4, App. A.

Diese physikalisch unrealen Gebiete miissen bei (19)
durch Abschneidevorschriften ausgeschlossen wer-
den. Demgegeniiber erfiillt (18) die geforderte Rand-
bedingung 2@ (0) = — 1. In Tab. 1 werden (18) und
die Ergebnisse von O’'NEIL und RosTOKER? nume-
risch angegeben, wobei die Parameter gerade so ge-
wahlt wurden, daf ein unmittelbarer Vergleich mit
den von CARLEY® angegebenen Werten fiir 212, wie
sie aus anderen Rechnungen (PERCUS-YEVICK-
Gleichung, CHNC usw.) folgen, moglich wird.

Zur Berechnung der ersten Korrektur A{Y aus
(17b) muB zuvor A{%; aus (17 ¢) bestimmt werden.
Auch hier wire eine Vernachlissigung des Terms
(¢/r3y) R{Z; nicht sinnvoll, wie eine Diskussion fiir
r12—>0 zeigt. Doch mit (17 c) heben sich die zu 1/r3,
proportionalen wesentlichen Terme in der Grenze
ri2—0 gegenseitig weg, wie aus
lim f123 = w1 uaug(l + haz + heg + b1z + h123) =0
r12—0 (20)
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mit A32(0)——1, (6) und (16) folgt. Das lit er-
kennen, dal (17¢) fiir A{3); einen fir r12 =0 nicht-
divergierenden Ausdruck liefert.

Lie und IcHikawa8 vernachliassigen den Term
(¢/r3,) B2y, so daB nach Einsetzen eines somit nur
fiir groBe Abstéinde giiltigen {2, in (17b) ihr damit
berechnetes 2{) in der Grenze r12—0 eine logarith-
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mische Divergenz aufweist. Durch die hier entwik-
kelte Methode werden jedoch alle Divergenzen bei
r12—>0auchinhéheren Ordnungender ¢-Entwicklung
vermieden. Damit ist in Weiterfithrung der Arbeiten
von L1E und IcHikawa8 die Moglichkeit gegeben,
die radiale Verteilungsfunktion eines klassischen
Elektronengases exakter als bisher zu berechnen.

rla &= 546-10-3 e = 1,55-10-2 e =4,37-10-2 e = 9,40 - 10-2 rla e = 0,489
(0 = 20)13 (0 = 10) (0 = 5) 6 =3) 0=1

(18) (NR) (18) (NR) (18) (NR) (18) (NR) (18) (NR)
00 0,000 0000 0,000 0000 0000 0000 0000 0,000 0,0 0000 0,000
0.05 0368 0375 0,135 0143 0018 0021 0001 0002 02 0007 0,029
0,1 0,605 0618 0368 0388 0135 0157 0036 0,049 04 0083 0,286
0.2 0,779 0,793 0,607 0,639 0368 0425 0,189 0256 05 0135 0431
03 0852 0862 0716 0754 0513 058 0329 0439 06 0411 0555
04 0,893 0,898 0,799 0,818 0,633 0,693 0434 0,572 07 0575 0654
05 0918 0921 0848 0859 0,729 0,762 0,596 0,667 0.8 0687 0732
1.0 0965 0966 0942 0944 0,908 0912 0877 0,885 10 0823 0838
20 0989 0989 0983 098 0979 0979 0977 0,977 20 0980 0,980

13 Es gilt 6 ~ ¢72/3; vgl. CARLEY®.

Tab. 1. Radiale Verteilungsfunktion ¢ = 1 + % nach (18) — zum Vergleich mit den Werten von O’NEIL und
RosTorER? (NR); @ = 0,62 Ax.



