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F o r the classical electron gas we have calculated the equi l ibr ium radial distr ibution funct ion 
using a modi f ied perturbat ion series in powers o f the p lasma parameter . W i t h the m e t h o d given 
in this paper the divergencies o f the radial distr ibution func t i on for short particle distances are 
o v e r c o m e . The modi f ied perturbation hierarchy o f the U R S E L L - M A Y E R correlat ion funct ions n o w 
can be so lved in a n y order o f the p lasma parameter . T h e results in the first order are g o o d with 
respect to the results o f other methods as calculated b y C A R L E Y . 

Bei der statistischen Behandlung klassischer 
Plasmen treten wegen der besonderen Form der 
COULOMB-Kräfte bei kleinen Teilchenabständen ge-
wisse Schwierigkeiten auf, die die Konvergenz von 
Störungsreihen nach Potenzen der Wechselwirkung 
und die Abbruchmöglichkeiten der BBKGY-Hierar -
chie beeinflussen (vgl. z. B. MONTGOMERY und TID-
MAN1). Diese Schwierigkeiten und Wege zu ihrer 
Überwindung sollen in der vorliegenden Arbeit am 
Beispiel des klassischen Elektronengases unter-
sucht werden. 

Das klassische Elektronengas besteht aus N Teil-
chen der Masse m und der Ladung e in einem gleich-
mäßig verschmierten, positiv geladenen neutrali-
sierenden Untergrund. Das Wechselwirkungspoten-
tial zweier Teilchen sei 

vi) = e2/1 Vi — vj | 

(elektrostatische Näherung), das System habe das 
Volumen V und die Dichte jV = N/ V. Zur Berech-
nung der Eigenschaften des Systems im thermo-
dynamischen Gleichgewicht (Temperatur T) benö-
tigt man die Zustandssumme oder die radiale Ver-
teilungsfunktion2 gr (j n — t"2 [) - Die Verfahren zu 
deren Bestimmung beruhen entweder auf der 
MAYERschen Clusterentwicklung3 ,4 und der Ver-
wendung von Integralgleichungen (CHNC, PER-
cus-YEVICK-Gleichung)5 oder benutzen die Glei-
chungen der BBGKY-Hierarchie im zeitunabhän-
gigen Fall6 , 7 '8 . L"m die Hierarchiegleichungen nähe-
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rungsweise abzuschließen, kann man sie nach dem 
dimensionslosen Plasmaparameter 

e = 1 / 2 (e2jk 5T)3/2 (1) 

entwickeln. Mit der Annahme, daß die Paarkorrela-
tionsfunktion h(r)=g(r) — 1 mindestens von der 
Ordnung e ist und die Tripelkorrelation von der 
Ordnung g2, erhält man eine sukzessiv zu lösende 
Störungshierarchie. In der Grenze r - > 0 ist diese 
Annahme jedoch falsch und führt zu Divergenzen 
in der so erhaltenen radialen Verteilungsfunktion 
gir). 

Zur Überwindung dieser Schwierigkeiten trennt 
GUERNSEY6 das CouLOMB-Potential in zwei Anteile 
auf und entwickelt gleichzeitig nach dem Verhältnis 
von Reichweite des kurzreichweitigen Anteils zu 
mittlerem Teilchenabstand und nach dem Verhält-
nis des schwachen weitreichenden Anteils zur mitt-
leren kinetischen Energie k T. In beiden Fällen tritt 
der Plasmaparameter (1) auf. O ' N E I L und R O S T O -

KER7 behandeln die Hierarchiegleichungen für große 
und kleine Teilchenabstände unterschiedlich und 
schließen die Lösungen bei Tq = l / f ~ - 1 / 3 aneinander. 
Unter Vernachlässigung der Tripelkorrelation wurde 
v o n F R I E M A N u n d B O O K 9 f ü r e i n e n i c h t d i v e r g i e -

rende Paarkorrelationsfunktion eine Differential-
gleichung abgeleitet. Diese wurde von L A M B und 
BURDICK10 gelöst. Dabei wird die Willkür der Auf-
trennmethoden vermieden. LIE und ICHIKAWA8 be-
rechnen in nächsthöherer Ordnung bezüglich s den 
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Einfluß der Tripelkorrelation auf h, erhalten jedoch 
dann wieder einen bei r - > 0 divergierenden Kor-
rekturterm. 

In der vorliegenden Arbeit soll ein neues Verfah-
ren zur Gewinnung von Differentialgleichungen für 
die Korrelationsfunktionen angegeben werden, bei 
dem die Divergenzen bei r - » 0 vermieden werden 
können. Dazu wird die BBGKY-Hierarchie in die 
Hierarchie der ÜRSELL-MAYER-Korrelationsfunk-
tionen umgeformt und in eine dimensionslose Form 
gebracht. Durch eine spezielle Wahl der sukzessiven 
Störungshierarchie, bei der der Parameter e teil-
weise noch in den Gleichungen auftritt, ergibt sich h 
in der Form 

h(r) = cÄ(D(r,c) + £2A(2)(r, e) -\ . (2) 

Da h in (2) nicht in eine TAYLOR-Reihe nach e um 
£ = 0 entwickelt wird, können für hM, .. bei 

0 konvergente Ausdrücke gewonnen werden. 

1. Dimensionslose UMK-Hierarchie 

Aus der LiouviLLE-Gleichung 
N 

fi...n = (2*« + i 2 2h)h...N> 
i=l i-t=j 

J — _ pi 5 7 _ dvj] /_8_ _ 8_\ 
k - ~ m 8r« ' i } ~ dn \ Sp» ) 

für die gegen Teilchenvertauschung symmetrische 
JV- Teilchen Verteilungsfunktion 

/ i . . . n = f(tl, pi , • • •, In , PJV) 

erhält man die BBGKY-Hierarchie für die redu-
zierten Verteilungsfunktionen 

C d(n + l)...dN . 

f dl ...dw (N\ 
J » ! f l - - - n = [ n ) 

durch Integration: 

/ i = « i / i + / d 2 l i 2 / i a , 

/l2 = (h + h + I12) fl2 + J d3 (Iis + hz) /l23 , (5) 

/l23 = (̂ 1 + h + 3̂ + 1̂2 + 2̂3 + 1̂3) /123 
+ J d4 (Z14 + Z24 + M /l234 • 

Entsprechende Hierarchiegleichungen erhält man 
für die ÜRSELL-MAYER-Korrelationsfunktionen 
(UMK) 

«1... n > die über die Beziehungen 

/ l = «1 , 

fl2 = « 1 «
2
 + W 1 2 , (6) 

/l23 = U\U2U3 + «1«23 + «2 «13 -+ U3U12 + M123 
mit den reduzierten Verteilungsfunktionen zusam-
menhängen. Durch Einsetzen von (6) in (5) entsteht 
die Hierarchie11 

«1 = hui - f \d2l12(uiu2 + U12), 
«12 = (h + h + 1̂2) «12 + Zi2«i«2 

+ j* d3 [?13 U\ U2S + /23M2«13 + (Zl3 + ?23) («3 «12 + «123)1 , 
« 123 = {h + ?2 + 3̂ + 1̂2 + 2̂3 + hz) «123 + (h2 + hz) «1 «23 (7) 

+ (ll2 + hz) «2 «13 + {hz + hz) «3 «12 
+ J d4 [(Z24 + 3̂4) «23 «14 + (il4 + 3̂4) «13 «24 + (*14 + hl ) «12 «34 
+ /i4«l«234 + ?24«2«134 + 3̂4 «3 «124 + (̂ 14 + 2̂4 + ?34) («4 «123 + «1234)] • 

Zwar sind die Gleichungen der UMK-Hierarchie 
noch komplizierter miteinander gekoppelt als die 
der BBGKY-Hierarchie (Abb. 1), doch kann ein 

1 f, 1 1"' 1 t * n 
1 fn 1 t Ui t 

1 U,23 1 
t 

A b b . 1. Kopplungsschema der B B G K Y - und der 
UMK-Hierarchie 

Abbruch mittels Störungsentwicklung recht günstig 
erreicht werden. 

Im Falle des hier interessierenden Gleichgewichts 
verschwinden die Zeitableitungen in (7), und für die 
Ui kann der Ansatz 

ui = ft~exp{-pi*l2mkT} (8) 

1 1 Die höheren Gleichungen lassen sich relativ einfach im 
Funktionalformalismus der klassischen Statistik mit 
Hilfe einer Graphenmethode erhalten; vgl . P.QUAAS, 
K . V o s s u. P . ZIESCHE, A c t a Phys. Hung. , 24 (No. 2) 
[ 1 9 6 8 ] . 



gemacht werden. Weiterhin sollen die einzelnen 
Terme in (7) größenordnungsmäßig abgeschätzt 
werden. Dazu wird die zeitunabhängige UMK-
Hierarchie in eine dimensionslose Form überführt. 
Aus den das System bestimmenden Größen e, m, JT, 
k T lassen sich folgende charakteristische Impulse 
und Längen bilden: 
mittlerer Impuls po — (mk T)1/2 , 
LANDAU-Länge Al = e2/k T , (9) 
mittlerer Teilchenabstand AJV = , 
Abschirmlänge A0 = (k TjjVe2)1/2 = ]/4jrAD • 

Im Gegensatz zu den anderen beiden Längen ist 
nur die Abschirmlänge, die sich von der DEBYE-
Länge AD um den Faktor j/4 n unterscheidet, sowrohl 
von der Dichte als auch von der Wechselwirkung 
abhängig. Deshalb soll diese zu den folgenden Ab-
schätzungen verwendet werden. 

Impulse und Längen werden in Einheiten po und 
Ao angegeben: 
p = Pop*, r = A0r*, Jd3 . . . = (A0p0)3 Jd3* . . . (10) 

h = { P o h A0) l*v h2 = (e2/Ao2Po) Kz-

Die mit einem Stern gekennzeichneten Größen wer-
den dann im wesentlichen in der Größenordnung 1 
liegen mit Ausnahme des Wechselwirkungsopera-
tors 1*2 bei kleinen Abständen. Um die Größen-
ordnung der Korrelationsfunktionen abzu-
schätzen, werden sie über das zur Verfügung ste-
hende Volumen V integriert. Wird die Normierung 
(4) mit (6) verwendet und berücksichtigt, daß die 
ui... n nur im Bereich der DEBYE-Länge wesentlich 
von Null verschieden sein werden, so folgt 

const • N = f d l . . . &n -ui... n 
v 

^ f d l f d 2 . . .dwtt i . . . « (11) 
v (*»3) 

= n 

für den Mittelwert Die Korrelationsfunk-
tionen können also durch 

N 
Ml...» = flffi—D yf» ül •••»= IP03)n £W_1 Ml...« 

(12) 

abgeschätzt werden, wobei A J V / A O = £ verwendet wurde. Nach Einsetzen von (10) und (12) in (7) mit 
ü i . . . n — 0 und Multiplikation mit m Ao/^o folgt 

l\u\-\- | d2* l*12(m*u*2 + eu*l2) = 0 , 
(II + K + S '12) U1Z + t\2Ul U2 f d3* [ZjgWj lloS + ?23 U2 W13 "I" (̂ 13 + 2̂3) (U3 U\2 £ M12 s)] = 0 • 
Cl + l2 + + £^12 + el23 + e*]s) U123 + ^12 + ^3) U\ U23 + ^12 + l23) U2U13 + (*23 + Q M3M12 ( 1 3 ) 

+ Jd4*[(«i4 + 1 ; 4 ) 24' W12W34 
-j- U2 34 -f" ?24 u2 1̂34 ~t~ 3̂4 ^3 W124 (̂ 14 2̂4 3̂4) (^4 1̂23 £ W1234)J == ^ • 

2. Formale Parameterentwicklung 

Da in diesem Abschnitt nur mit den dimensions-
losen Größen von (13) gerechnet wird, werden die-
selben hier nicht gesondert gekennzeichnet. Im Ab-
schnitt 3 wird dann mittels (10) und (12) wieder zu 
dimensionsbehafteten Größen übergegangen. 

Die Gin. (13) zeigen, daß die dimensionslosen 
UMK vom Parameter e abhängen. Sie können daher 
formal durch vorerst völlig willkürliche Funktionen 

n dargestellt werden: 

oo 

»• = 0 
Eine direkte TAYLOR-Entwicklung in (13) nach 
Potenzen von e würde in den Grenzfällen zu 
divergenten Ausdrücken für die u\... n führen. Das 
liegt daran, daß selbst bei kleinem e z. B. der Term 

£ l\2 ̂ 12 ~ elri2 ^ei r _ > 0 nicht als kleine Größe an-
gesehen werden kann. Andererseits bereiten Terme 
wie e jd2 / i2« i 2 keine Schwierigkeiten, weil das 1/r2-
Verhalten von hier durch die räumliche Inte-
gration kompensiert wird. Nach Einsetzen von (14) 
in (13) werden daher die Bestimmungsgleichungen 
für die u ^ n gerade so gewählt, daß Terme der 
Struktur bereits in den Gleichungen für 
die jeweils niedrigste Ordnung wjj""** enthalten sind. 
Dadurch tritt in diesen Gleichungen e als Para-
meter auf, so daß deren Lösungen u ^ n wie in (14) 
angegeben, noch von dieser Konstante abhängen 
werden. So wird auch der Fehler berichtigt, der in 
(10) dadurch entsteht, daß das Potential e2/r auch 
für kleine r mit e2/Ao^* abgeschätzt wurde. 



Da man über (8) im Gleichgewicht die Funktion u\ genau kennt und daher u\ = M(10) mit 11^= «(x2) 

= • • • = 0 setzen kann, folgt unter Verwendung von f d3 /13 u = 0 die Hierarchie 

(h + h + ein) ugf + Zi2<>4°) + j 63 {lau^u® + hzu^u^) = 0 , 

(h + h + el12) u[2i + J d S ^ g ^ ^ l + hzufu^ + (Z13 + l23) = 0 , 

(h + h + h + ehz + el2s + el13) 3 + W12 + hs) + zykl.] 
+ [J d4 l u « 2 > « j » + u[V 4 V + 4!>4) + (1 ^ 2) + (1 ~ 3)] = 0 . 

Diese Hierarchie ist sukzessiv aufgebaut (Abb. 2), d. h., die Funktionen uffy, u[fg , u ^ usw. können 

(15a) 

(15b) 

(15c) 

nacheinander berechnet werden: 

A b b . 2. Kopp lungsschema der sukzessiven 
U M K - H i e r a r c h i e in Parameterentwicklung. 

Die Auswertung von (2) erfolgt, indem 

(16) 

eingeführt wird. Bei homogenen und isotropen 
Systemen gilt h12 = hi2 (r12) und ^123(7*12, r23, ^13). 
Nach Substitution der Integrale, Abspalten von 
(p2 — pi) und Anwenden von 6/8ri2 ent-
stehen für (15a) und (15b) 

= 0 (17a) 

D h\(r18) = - ~ J dr3 Mi, C12, ^23, r18). (17 b) 

Die Gleichung für lautet 

I f - 4 s r[ « s + M V ) + M V J ( £ ^ ) M V + i J dr4 ( £ ) » a - 0. ( n o 

Multipliziert man (17c) mit pi (xi2/ri2)u^ w(20) und addiert anschließend alle Gleichungen, die aus 
(17 c) durch Vertauschung von jeweils zwei Indizes bzw. zyklischen Vertauschungen entstehen, so erhält 
man wieder die Ausgangsgleichung (15 c). 

3. Ergebnisse und Diskussion 

Zur Lösung von (17 a) kann auf die Arbeiten von 
L A M B u n d B U R D I C K 1 0 b z w . L I E u n d I C H I K A W A 8 

verwiesen werden. Das Ergebnis lautet für Systeme 
mit e 1 (über die Größenordnung von e siehe z . B . 
MONTGOMERY und TIDMAN1) nach Übergang zu 
dimensionsbehafteten Größen 

| / l / D / 2 . (18) w (— 1 + exp(— A i » 

Nur für große Abstände geht (18) in den Ausdruck 
über, den man aus (17 a) durch Weglassen des zu 
e/r2 proportionalen Terms erhält12: 

hW(r) = - (AL/r)exp( - r/;.D) • (19) 

Der Ausdruck (19) wird jedoch für r 12 ^ / l klei-
ner als —1 und hat bei ri2~>0 eine Singularität. 

1 2 Vgl . M O N T G O M E R Y U . T I D M A N 1 , Chap. 4, A p p . A . 

Diese physikalisch unrealen Gebiete müssen bei (19) 
durch Abschneidevorschriften ausgeschlossen wer-
den. Demgegenüber erfüllt (18) die geforderte Rand-
bedingung h ^ (0) = — 1. In Tab. 1 werden (18) und 
die Ergebnisse von O ' N E I L und R O S T O K E R 7 nume-
risch angegeben, wobei die Parameter gerade so ge-
wählt wurden, daß ein unmittelbarer Vergleich mit 
den von CARLEY5 angegebenen Werten für hi2 , wie 
sie aus anderen Rechnungen (PERCUS-YEVICK-
Gleichung, C H N C usw.) folgen, möglich wird. 

Zur Berechnung der ersten Korrektur hf^ aus 
(17b) muß zuvor aus (17 c) bestimmt werden. 
Auch hier wäre eine Vernachlässigung des Terms 
(e/rf0) nicht sinnvoll, wie eine Diskussion für 
t 12 —>0 zeigt. Doch mit (17 c) heben sich die zu l /r f 2 

proportionalen wesentlichen Terme in der Grenze 
ri2~>0 gegenseitig weg, wie aus 
lim /123 = ux u2 W3 (1 + h12 + h23 + h13 + Ä123) = 0 
ns—»0 (20) 



mit Äi 2 (0) ->—1, (6) und (16) folgt. Das läßt er-
kennen, daß (17c) für h e i n e n für ri2 = 0 nicht-
divergierenden Ausdruck liefert. 

LIE und ICHIKAWA8 vernachlässigen den Term 
(e/rfo) , so daß nach Einsetzen eines somit nur 
für große Abstände gültigen in (17 b) ihr damit 
berechnetes hf l in der Grenze ri2->0 eine logarith-

mische Divergenz aufweist. Durch die hier entwik-
kelte Methode werden jedoch alle Divergenzen bei 
ri2~» 0 auch in höheren Ordnungen der e-Ent wicklung 
vermieden. Damit ist in Weiterführung der Arbeiten 
von LIE und ICHIKAWA8 die Möglichkeit gegeben, 
die radiale Verteilungsfunktion eines klassischen 
Elektronengases exakter als bisher zu berechnen. 

r/a £ = 5 . 4 6 • 1 0 - 3 £ = 1 , 5 5 • 1 0 " 2 £ = 4 . 3 7 • I O " 2 £ = 9 , 4 0 • IO-2 r/o £ = 0 , 4 8 9 r/a 
( 0 = 2 0 ) 1 3 ( 0 = 1 0 ) ( 0 = 5 ) ( 0 = 3 ) 

r/o 
( 0 = 1) 

( 1 8 ) ( N R ) ( 1 8 ) ( N R ) ( 1 8 ) ( N R ) ( 1 8 ) ( N R ) ( 1 8 ) ( N R ) 

0 , 0 0.000 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0.000 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0.000 0 , 0 0 0 0 , 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 

0 . 0 5 0 . 3 6 8 0 , 3 7 5 0 . 1 3 5 0 . 1 4 3 0 , 0 1 8 0 , 0 2 1 0 , 0 0 1 0 , 0 0 2 0 . 2 0 , 0 0 7 0 , 0 2 9 

0 , 1 0 , 6 0 5 0 , 6 1 8 0 . 3 6 8 0 , 3 8 8 0 , 1 3 5 0 . 1 5 7 0 . 0 3 6 0 , 0 4 9 0 . 4 0 , 0 8 3 0 , 2 8 6 

0 , 2 0 , 7 7 9 0 . 7 9 3 0 , 6 0 7 0 . 6 3 9 0 . 3 6 8 0 . 4 2 5 0 . 1 8 9 0 , 2 5 6 0 , 5 0 . 1 3 5 0 , 4 3 1 

0 , 3 0 , 8 5 2 0 , 8 6 2 0 , 7 1 6 0 , 7 5 4 0 , 5 1 3 0 , 5 8 9 0 , 3 2 9 0 , 4 3 9 0 , 6 0 , 4 1 1 0 , 5 5 5 

0 , 4 0 , 8 9 3 0 , 8 9 8 0 , 7 9 9 0 , 8 1 8 0 , 6 3 3 0 , 6 9 3 0 . 4 3 4 0 . 5 7 2 0 , 7 0 , 5 7 5 0 , 6 5 4 

0 , 5 0 , 9 1 8 0 , 9 2 1 0 . 8 4 8 0 , 8 5 9 0 , 7 2 9 0 , 7 6 2 0 , 5 9 6 0 , 6 6 7 0 . 8 0 , 6 8 7 0 , 7 3 2 

1 , 0 0 , 9 6 5 0 . 9 6 6 0 , 9 4 2 0 , 9 4 4 0 . 9 0 8 0 . 9 1 2 0 , 8 7 7 0 , 8 8 5 1 , 0 0 . 8 2 3 0 . 8 3 8 

2 , 0 0 , 9 8 9 0 , 9 8 9 0 , 9 8 3 0 . 9 8 3 0 . 9 7 9 0 , 9 7 9 0 , 9 7 7 0 , 9 7 7 2 , 0 0 , 9 8 0 0 , 9 8 0 

1 3 Es gilt 0 ~ £ - 2 / 3 ; vgl . C A R L E Y 5 . 

Tab . 1. Radiale Vertei lungsfunktion g = 1 + h nach (18) — zum Vergleich mit den Werten v o n O'NEIL und 
R O S T O K E R 7 ( N R ) ; a — 0 , 6 2 


